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Âñòóï
Ñòóäåíòàì ìàòåìàòèêàì ïðîïîíó¹òüñÿ ðîáî÷èé òåêñò ëåêöié, ÿêèé âîíè ñëó-
õàþòü ïðîòÿãîì I ñåìåñòðó. Âií âiäïîâiäà¹ ïðîãðàìi êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó, ÿêà ¹ â "Ìåòîäè÷íèõ âêàçiâêàõ äî âèâ÷åííÿ êóñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó
äëÿ ñòóäåíòiâ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó". Ðàçîì ç êîíñïåêòîì öi
ëåêöi¨ áóäóòü îñíîâîþ äëÿ âèâ÷åííÿ êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Ïðî âè-
êîðèñòàííÿ iíøî¨ ëiòåðàòóðè âêàçàíî ó âñòóïi â "Ìåòîäè÷íèõ âêàçiâêàõ äî
âèâ÷åííÿ êóñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó äëÿ ñòóäåíòiâ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî
ôàêóëüòåòó" i â êîæíîìó ðîçäiëi ïðîãðàìè êóðñó.

Àâòîð ïðîñèòü âèáà÷åííÿ çà ìîæëèâi ïîìèëêè â ðîáî÷îìó òåêñòi (ìàòåìà-
òè÷íi, ãðàìàòè÷íi, ñòèëiñòè÷íi).

Ðàçîì ç òèì àâòîð ïðîñèòü ñòóäåíòiâ I êóðñó âèÿâëÿòè i ôiêñóâàòè öi ïî-
ìèëêè. Íà ÿêîìóñü åòàïi íàéáiëüø àêòèâíi â çíàõîäæåííi ïîìèëîê (ìàòåìà-
òè÷íèõ, ãðàìàòè÷íèõ ÷è ñòèëiñòè÷íèõ) áóäóòü âiäçíà÷åíi.
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1 Âñòóï äî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó
1.1 Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè
1.1.1 Ëîãiêà âèñëîâëåíü

Ïîíÿòòÿ ïðî âèñëîâëåííÿ.
Â ëîãi÷íõ ìiðêóâàííÿõ ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïðèðîäíüîþ ìîâîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðå÷åíü. Â

ìàòåìàòè÷íèõ ìiðêóâàííÿõ âñi ðå÷åííÿ ïîâèííi ìàòè ïåâíå ëîãi÷íå çíà÷åííÿ: ïîâèííi áóòè iñòèííi
àáî õèáíi.

Ðå÷åííÿ, ÿêi ìàþòü ïåâíå ëîãi÷íå çíà÷åííÿ (¹ iñòèííi àáî ¹ õèáíi), áóäåìî íàçèâàòè âèñëîâ-
ëåííÿìè.

Ïðèêëàä 1.

à) Êè¨â - ñòîëèöÿ Óêðà¨íè.

á) 2>3.

â) x>1.

ã) 2 - öiëå ÷èñëî.

ä) Îé!

Òóò à),á),ã) ¹ âèñëîâëåííÿìè, â),ä) - íi.
Çâåðíiìî óâàãó íà òå, ùî ó âèñëîâëåííi íàñ áóäå öiêàâèòè íå çìiñò, à òiëüêè çíà÷åííÿ iñòèííî-

ñòi. Âèñëîâëåííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàëèìè áóêâàìè p, q, r, s, . . .. Òå, ùî âèñëîâëåííÿ p ¹ iñòèííå
(õèáíå), áóäåìî ïîçíà÷àòè p = i (p = x)

Ïîäiáíî, ÿê â çâè÷àéíié ìîâi, ¹ ïðîñòi òà ñêëàäíi ðå÷åííÿ, â ìàòåìàòè÷íié ìîâi ðîçãëÿäà¹ìî
ïðîñòi òà ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ.

Ïðèêëàä 2. . Âèñëîâëåííÿ

s = ”×èñëî 2 öiëå i ðàöiîíàëüíå”

ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïðîñòèõ âèñëîâëåíü
p = ÷èñëî 2 - öiëå
q = ÷èñëî 2 - ðàöiîíàëüíå.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ, ìîæíà çàïèñàòè s = p i q.

Ïðè óòâîðåííi íîâèõ âèñëîâëåíü ç ïðîñòèõ ìè ìîæåìî êîðèñòóâàòèñü ñïîëó÷íèêàìè "i", "àáî",
"ÿêùî, òî", "òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî", à òàêîæ çàïåðå÷åííÿì.

Âïðàâà 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèñëîâëåííÿ p, q ç íàâåäåíîãî âèùå ïðèêëàäó, ñôîðìóëþéòå ñêëàäíi
âèñëîâëåííÿ: p i q, p àáî q, ÿêùî p, òî q, p òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî q.

Ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÿê iñòèííiñòü ñêëàäíîãî âèñëîâëåííÿ çàëåæèòü âiä iñòèííîñòi(õèáíîñòi) ïðî-
ñòèõ âèñëîâëåíü. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äàñòü ðîçãëÿä ïîíÿòòÿ îïåðàöié (äié) íàä âèñëîâëåí-
íÿìè.

Îïåðàöi¨ íàä âèñëîâëåííÿìè.
Ïðîöåñó óòâîðåííÿ ç îäíîãî ÷è äâîõ ïðîñòèõ âèñëîâëåíü iíøîãî âèñëîâëåííÿ â ìàòåìàòè÷íié

ëîãiöi âiäïîâiäàþòü ëîãi÷íi îïåðàöi¨.
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Áóäåìî ðîçãëÿäàòè 5 ëîãi÷íèõ îïåðàöié:
çàïåðå÷åííÿ, ïîçíà÷à¹òüñÿ ¬; ¬p ÷èòà¹òüñÿ íåïðàâäà, ùî p;
êîí'þíêöiÿ, ïîçíà÷à¹òüñÿ ∧ ; p ∧ q ÷èòà¹òüñÿ p i q;
äèç'þíêöiÿ, ïîçíà÷à¹òüñÿ ∨ ; p ∨ q ÷èòà¹òüñÿ p àáî q;
iìïëiêàöiÿ, ïîçíà÷à¹òüñÿ p ⇒ q ; p ⇒ q ÷èòà¹òüñÿ ÿêùî p, òî q;
åêâiâàëåíöiÿ, ïîçíà÷à¹òüñÿ p ⇔ q i p ⇔ q ÷èòà¹òüñÿ p òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî q.
Ëîãi÷íi çíà÷åííÿ âèñëîâëåíü óòâîðåíèõ ç äîïîìîãîþ öèõ îïåðàöié, âèçíà÷à¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ

íàñòóïíèõ òàáëèöü

p ¬ p
x i
i x

p q p ∧ q p ∨ q p ⇒ q p ⇔ q

x x x x i i
x i x i i x
i x x i x x
i i i i i i

Ëîãi÷íi çíà÷åííÿ êîí'þíêöi¨ òà äèç'þíêöi¨ ïîâíiñòþ ñïiâïàäàþòü ç íàøîþ iíòó¨öi¹þ. Âèñëîâ-
ëåííÿ p àáî q ¹ iñòèííå êîëè õî÷à á îäíå ç íèõ ¹ iñòèííå, à âèñëîâëåííÿ p i q iñòèííå òiëüêè òîäi
êîëè îáèäâà âèñëîâëåííÿ ¹ iñòèííi.

Âèçíà÷åííÿ iìïëiêàöi¨ îïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ: ç iñòèííèõ ïðèïóùåíü ìóñèìî ïðè-
éòè äî iñòèííîãî íàñëiäêó, ç õèáíèõ ïðèïóùåíü ìîæíà îòðèìàòè ùî çàâãîäíî.

Ôîðìóëè ëîãiêè âèñëîâëåíü
Áóäóþ÷è ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ, ÿêi ìàþòü êiëüêà ïðîñòèõ âèñëîâëåíü ìè çìóøåíi âèêîðèñòàòè

äóæêè, ùîá âêàçóâàòè ïîðÿäîê âèêîíàííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié (ÿê ïðè âèêîíàííi àëãåáðà¨÷íèõ
äié). Ïðàâèëüíî íàïèñàíi ïðîñòi òà ñêëàäíi âèñëîâëåííÿ áóäåìî íàçèâàòè ôîðìóëàìè. Äëÿ ¨õ
íàïèñàííÿ âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi ïðàâèëà:

1. p, q, r, . . . , i, x - ôîðìóëè.
2. ßêùî ϕ, ψ - ôîðìóëè, òî (¬ϕ), (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ ⇒ ψ), (ϕ ⇔ ψ) - ôîðìóëè.
3. Iíøèõ ôîðìóë íåìà¹.
Ïðèêëàäè
à)(p ∨ q), (((¬p) ⇒ q) ∨ r) - ôîðìóëè
á)(p ⇒) ∨ q, p ⇒ (q ∨ r), p ⇒ q ⇒ r - íå ¹ ôîðìóëàìè.
Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ôîðìóë âñòàíîâëåíî i¹ðàðõiþ "ñèëè" îïåðàöié (ÿê â àëãåáði). Íàé-

ñèëüíiøå çâ'ÿçó¹ îïåðàöiÿ ¬, ïîòiì - ∧,∨,⇒,⇔.
Òîìó ïðèéíÿòî îïóñêàòè çîâíiøíi äóæêè, à òàêîæ, âðàõîâóþ÷è äîìîâëåíîñòi, äåÿêi âíóòðiøíi

äóæêè.
Ïðèêëàä. Çàìiñòü çàïèñó ôîðìóëè ó âèãëÿäi

(((¬p ∧ q) ⇒ p) ⇔ (p ∨ q))

áóäåìî âæèâàòè ñïðîùåíèé çàïèñ
(¬p ∧ q ⇒ p) ⇔ p ∨ q

Òàáëè÷êà iñòèííîñòi ôîðìóëè
Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó ϕ = p ∧ q ⇒ r. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ôîðìóëè ïðè äîâiëüíèõ

íàáîðàõ çíà÷åíü iñòèííîñòi p, q, r. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî ¨¨ òàáëè÷êó iñòèííîñòi. Îäíî÷àñíî ïîáó-
äó¹ìî ùå òàáëè÷êó iñòèííîñòi äëÿ ôîðìóëè ψ = p ∧ ¬r ⇒ ¬q.
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p q r p ∧ q p ∧ q ⇒ r ¬r ¬q p ∧ ¬r p ∧ ¬r ⇒ q

x x x x i i i x i
x x i x i x i x i
x i x x i i x x i
x i i x i x x x i
i x x x i i i i i
i x i x i x i x i
i i x i x i x i x
i i i i i x x x i

Ìè ïîáóäóâàëè òàáëè÷êè iñòèííîñòi äâîõ ôîðìóë ϕ i ψ, ÿêi ìiñòÿòü òðè âèñëîâëåííÿ p, q, r i
êîæíå ç âèñëîâëåíü ìîæå ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ iñòèííîñòi - i, x. ßêùî ôîðìóëà ìiñòèòü ÷îòèðè
âèñëîâëåííÿ, òî ðiçíèõ íàáîðiâ çíà÷åíü iñòèííîñòi áóäå 24 = 16, à ïðè n - âèñëîâëåííÿõ - 2n .

Ðiâíîñèëüíi ôîðìóëè.
Íåõàé ϕ i ψ ôîðìóëè, ÿêi ìiñòÿòü îäíi i òiæ âèñëîâëåííÿ p, q, r, . . .. Ïîçíà÷èìî öå òàê :

ϕ(p, q, r, . . .), ψ(p, q, r, . . .) . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôîðìóëè ϕ(p, q, r, . . .) i ψ(p, q, r, . . .) ðiâíîñèëüíi,
ÿêùî âîíè ïðèéìàþòü îäíàêîâi çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ïðè äîâiëüíèõ íàáîðàõ çíà÷åíü iñòèííîñòi
âèñëîâëåíü p, q, r, . . ..

Íàïðèêëàä, ôîðìóëè ϕ = p ∧ q ⇒ r i ψ = p ∧ ¬r ⇒ ¬q ðiâíîñèëüíi. Ñòîâïöi (5) i (9) â ¨õ
òàáëè÷öi iñòèííîñòi ñïiâïàäàþòü.

Òå, ùî ôîðìóëè ϕ i ψ ðiâíîñèëüíi áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê:

ϕ ≡ ψ.

Ùîá ïåðåâiðèòè ðiâíîñèëüíiñòü äâîõ ôîðìóë äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè òàáëè÷êè iñòèííîñòi i ¨õ
ïîðiâíÿòè.

Ïðèêëàä 3. Äîâåñòè, ùî p ⇒ q ≡ ¬q ⇒ ¬p. Ïîáóäó¹ìî òàáëè÷êó iñòèííîñòi îáîõ ôîðìóë.

p q p ⇒ q ¬q ¬p ¬q ⇒ ¬p

x x i i i i
x i i x i i
i x x i x x
i i i x x i

Òðåòié ñòîâï÷èê ñïiâïàäà¹ ç øîñòèì, çíà÷èòü ôîðìóëè ðiâíîñèëüíi.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi íàñëiäêè ç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ.
Ç òîãî, ùî âèñëîâëåííÿ p∧q ⇒ r i p∧¬r ⇒ ¬q ðiâíîñèëüíi, âèïëèâà¹ ðiâíîñèëüíiñòü âèñëîâëåíü
à) "ßêùî ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 2 i äiëèòüñÿ íà 3, òî ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 6"≡ "ßêùî ÷èñëî äiëèòüñÿ

íà 2 i íå äiëèòüñÿ íà 6 òî âîíî íå äiëèòüñÿ íà 3."
á) "ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííà i îáìåæåíà, òî âîíà çáiæíà"≡ "ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíî-

òîííà i íå çáiæíà, òî âîíà íå îáìåæåíà."
Çàóâàæèìî, ùî ïðàâèëüíiñòü ðiâíîñèëüíîñòi à) ìîæå îöiíèòè ñòóäåíò, ÿêèé çíàéîìèé ç åëå-

ìåíòàðíîþ ìàòåìàòèêîþ, ïðîòå ðiâíîñèëüíiñòü á) íå ¹ î÷åâèäíîþ äëÿ òèõ õòî íå çíà¹ ïîíÿòòÿ
çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi.

Îòæå ìè îòðèìàëè àïàðàò (ñïîñiá) ïåðåõîäèòè âiä îäíîãî iñòèííîãî âèñëîâëåííÿ äî iíøîãî,
íå çíàþ÷è çìiñòó öèõ âèñëîâëåíü.

Îñíîâíi ðiâíîñèëüíîñòi.
Çàïèøåìî ïåðåëiê íàéáiëüø âàæëèâèõ ðiâíîñèëüíîñòåé ôîðìóë, ÿêi âèðàæàþòü âëàñòèâîñòi

ëîãi÷íèõ îïåðàöié. Öi ðiâíîñèëüíîñòi âèïëèâàþòü àáî ç îçíà÷åíü öèõ îïåðàöié, àáî ëåãêî ïîêàçó-
þòüñÿ ç äîïîìîãîþ ïîáóäîâè òàáëè÷îê iñòèííîñòi
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1. ¬(¬p) ≡ p

2. p ∧ q ≡ q ∧ p

3. p ∨ q ≡ q ∨ p

4. p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

5. p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

6. p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

7. p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

8. p ∧ p ≡ p

9. p ∨ p ≡ p

10. p ∧ ¬p ≡ x

11. p ∨ ¬p ≡ i

12. p ∧ i ≡ p

13. p ∧ x ≡ x

14. p ∨ i ≡ i

15. p ∨ x ≡ p

16. ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q

17. ¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q

18. p ⇒ q ≡ ¬p ∨ q

19. p ⇔ q ≡ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)

Ïîáóäó¹ìî òàáëè÷êè iñòèííîñòi ùîá ïîêàçàòè ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñèëüíîñòåé 16) i 18).

p q p ∧ q ¬(p ∧ q) ¬p ¬q ¬p ∨ ¬q

x x x i i i i
x i x i i x i
i x x i x i i
i i i x x x x

p q p ⇒ q ¬p ¬p ∨ q

x x i i i
x i i i i
i x x x x
i i i x i

Ç äîïîìîãîþ îñíîâíèõ ðiâíîñèëüíîñòåé ìîæíà ïåðåòâîðþâàòè ôîðìóëè i äîâîäèòè ðiâíîñèëü-
íîñòi

Ïðèêëàä 4. Äîâåñòè, ùî p ∧ q ⇒ r ≡ p ∧ ¬r ⇒ ¬q.

p ∧ q ⇒ r
(18)≡ ¬(p ∧ q) ∨ r

(16)≡ (¬p ∨ ¬q) ∨ r
(5)(3)≡ (¬p ∨ r) ∨ ¬q

(1)(16)≡ ¬(p ∧ ¬r) ∨ ¬q
(18)≡ p ∧ ¬r ⇒ ¬q

Âïðàâà 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñèëüíîñòi 1-19 äîâåñòè íàñòóïíi ðiâíîñèëüíîñòi.

1. p ⇒ q ≡ ¬q ⇒ ¬p

2. ¬(p ⇒ q) ≡ p ∧ ¬q

3. (p ∨ q) ∧ (p ∨ ¬q) ≡ p

4. p ∨ ¬p ∧ q ≡ p ∨ q

5. ¬p ∧ (p ∨ q) ≡ ¬p ∧ q

6. p ⇒ (q ⇒ r) ≡ p ∧ q ⇒ r

Âïðàâà 3. Íàñòóïíi ôîðìóëè ç äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ïðèâåñòè äî ïðîñòiøîãî âèãëÿäó

1. ¬((p ⇒ q) ∧ (q ⇒ ¬p))

2. (p ⇒ ¬q) ∨ ¬(p ∨ q)

3. ¬(¬p ∧ ¬q) ∨ (p ⇒ q) ∧ p
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Òîòîæíüî iñòèííi ôîðìóëè.
Ôîðìóëà, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ "i"ïðè âñiõ íàáîðàõ çíà÷åíü iñòèííîñòi âèñëîâëåíü, ùî âõî-

äÿòü â öþ ôîðìóëó íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíüî iñòèííîþ àáî òàâòîëîãi¹þ.
Òå, ùî ôîðìóëà ϕ ¹ òîòîæíüî iñòèííîþ, áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê: |= ϕ.
Ëåãêî äîâåñòè òâåðäæåííÿ
ßêùî ϕ ≡ ψ, òî ϕ ⇔ ψ òîòîæíüî iñòèííà ôîðìóëà i íàâïàêè.
Íàâåäåìî ïðèêëàäè íàéâàæëèâiøèõ òîòîæíüî iñòèííèõ ôîðìóë.

1. p ⇔ ¬¬p - çàêîí ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ.

2. p ∨ ¬p - çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðåòüîãî.

3. ¬(p ∧ ¬p) - çàêîí âèêëþ÷åííÿ ñóïåðå÷íîñòi.

4. p ⇒ p - çàêîí òîòîæíîñòi.

5. p ∧ p ⇔ p

6. p ∨ p ⇔ p

7. p ⇒ q ⇔ (¬p ∨ q)

8. (p ⇒ q) ∧ p ⇒ q

9. (p ⇒ q) ∧ ¬q ⇒ ¬p

10. (p ∨ q) ∧ ¬p ⇒ q

Òîòîæíüî iñòèííi ôîðìóëè âèðàæàþòü çàêîíè ëîãiêè âèñëîâëåíü. Ïðèêëàäè ¨õ âèêîðèñòàííÿ
áóäóòü ðîçãëÿäàòèñü ïiçíiøå.

Ïðèêëàä 5. Ïðîàíàëiçóéìî ÷è âiðíi ëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ñòóäåíòêè.
"Âií êàçàâ, ùî ïðè¨äå, ÿêùî íå áóäå äîùó. Ïàäà¹ äîù.Çíà÷èòü âií íå ïðè¨äå."
Ñòóäåíòêà, ÿêà â÷èëà ëîãiêó, çðîáèòü òàê: Ïîçíà÷èìî âèñëîâëåííÿ
p - íå ïàäà¹ äîù.
q - âií ïðè¨äå.
Òîäi ïðèâåäåíi ìiðêóâàííÿ çàïèøóòüñÿ âèñëîâëåííÿì

(p ⇒ q) ∧ ¬p ⇒ ¬q

Ùîá ìiðêóâàííÿ áóëî ëîãi÷íèì, ïîòðiáíî ùîá öÿ ôîðìóëà áóëà òîòîæíüî iñòèííîþ. Îäíàê ïðè
p - õèáíîìó i q - iñòèííå, ôîðìóëà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ õèáíå.

Îòæå öå íå ¹ çàêîí ëîãiêè. I ìîæå ñòàòèñü, ùî ïàäàòèìå äîù i âií ïðèéäå. Âií æå íå
ñêàçàâ, ùî áóäå ó ðàçi äîùó!

Âïðàâà 4. Ïðîàíàëiçóéòå ïðàâèëüíiñòü ìiðêóâàíü "ßêùî Äæîí áóâ áè ñîëäàòîì, âií áóâ áè
âiäâàæíèì.Äæîí íå ñîëäàò.Çíà÷èòü Äæîí ¹ áîÿãóçîì."

Öèì ïðèêëàäîì çàêií÷èìî ðîçãëÿä ëîãiêè âèñëîâëåíü. Ãëèáøå ëîãiêó ñòóäåíòè ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó ðîçãëÿäàþòü ó ñïåöiàëüíîìó êóðñi ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.
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1.1.2 Ëîãiêà ïðåäèêàòiâ.

Ïîíÿòòÿ ïðî ïðåäèêàò.
Ðîçãëÿíåìî òàêi ðå÷åííÿ.
1)x > 1.
2) iñíó¹ òàêå ÷èñëî a, ùî a > 2.
3) äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà x x > 2.
4) ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäèòü ïðÿìà l

5) (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.
6)x + y.
7)x2 + y2 = z2.

8)a < b.
9) a ∗ b = c.
10) ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ¹ ðiâíîñòîðîííiì.
Äåÿêi ç íàâåäåíèõ ðå÷åíü ¹ iñòèííèìè àáî õèáíèìè, à ñàìå òâåðäæåííÿ 2) iñòèííå, òîäi ÿê

3) õèáíå. Îòæå íàçâàíi ðå÷åííÿ ¹ âèñëîâëåííÿìè. Ïðî iñòèííiñòü iíøèõ ðå÷åíü íi÷îãî íå ìîæíà
ñêàçàòè. Ðîçãëÿíåìî ðå÷åííÿ 5). Íà ïåðøèé ïîãëÿä âîíî çäà¹òüñÿ iñòèííèì. Àëå íàñïðàâäi öå
íå òàê, áî íå ñêàçàíî íi÷îãî ïðî a òà b (öå ÷èñëà?, öå ìàòðèöi?, i ò.ä.). Êîæíå ç ðîçãëÿíóòèõ
ðå÷åíü ìiñòèòü çìiííi. ßêùî öi çìiííi çàôiêñóâàòè àáî çâ'ÿçàòè óìîâîþ ("iñíó¹", "äîâiëüíà") òî
öi ðå÷åííÿ ìîæóòü ñòàòè âèñëîâëåííÿì. Íàïðèêëàä,

1) ïðè x = 2, x > 1, àáî iñíó¹ x äëÿ ÿêîãî x > 1.
2) äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a i b âèêîíó¹òüñÿ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2.
9) iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà äëÿ ÿêèõ a + b = c.
10) iñíó¹ ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê, ÿêèé ¹ ðiâíîñòîðîííiì
àáî iíàêøå
10) äîâiëüíèé ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê ¹ ðiâíîñòîðîííié.
Çìiííi, ÿêi âõîäÿòü â ðå÷åííÿ áóäåìî íàçèâàòè âiëüíi àáî ïðåäìåòíi çìiííi. Öå ìîæóòü áóòè

âåëè÷èíè, ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè, îïåðàöi¨ i ò.ä.
Òàê â 1) ¹ îäíà çìiííà x, â 4) äâi çìiííi A i l, â 7) òðè çìiííi x, y, z, â 9) ÷îòèðè çìiííi a, b, c, ∗,

â 10) îäíà çìiííà "òðèêóòíèê".
Ðå÷åííÿ 6) ¹ âiäìiííå âiä iíøèõ. Ïðè ôiêñóâàííi çìiííèõ âîíî íå ñòà¹ âèñëîâëåííÿì.
Ïðåäèêàòîì íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå ðå÷åííÿ, ÿêå ìiñòèòü âiëüíi çìiííi i ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó âè-

ñëîâëåííÿ ïðè çàìiíi çìiííèõ êîíñòàíòàìè àáî çâ'ÿçàíèìè çìiííèìè.
Ïðåäèêàòè áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê:
P (x), Q(x), R(z), . . . - ïðåäèêàò ç îäíi¹þ ïðåäìåòíîþ çìiííîþ.
P (x, y), S(a, b), . . . - ïðåäèêàòè ç äâîìà ïðåäìåòíèìè çìiííèìè
P (x1, x2, . . . , xn) - ïðåäèêàò ç n ïðåäìåòíèìè çìiííèìè, àáî ïðîñòî P, Q, R, S, . . ..

Ïðèêëàä 6. à)P (x, y) = [x > y].
á)Q(a, b, c) = [a2 + b2 = c2]

Êîæíèé ïðåäèêàò (ðå÷åííÿ) ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà ïåâíié ñóêóïíîñòi ïðåäìåòíèõ çìiííèõ. Ïðî
ïðèðîäó öèõ çìiííèõ ìè çíà¹ìî ç êîíòåêñòó ðå÷åííÿ. Íàïðèêëàä â ïðåäèêàòi P (x, y) = [x > y]
ðîçãëÿäàþòüñÿ ïàðè âåëè÷èí x,y, ÿêi ìîæíà ïîðiâíþâàòè. Òàê äëÿ ïàðè (2, 1) P (2, 1) - iñòèííå, à
äëÿ ïàðè (3, 5) P (3, 5) = [3 > 5] - õèáíå âèñëîâëåííÿ.
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Ðiâíîñèëüíi ïðåäèêàòè.
Ïðåäèêàòè P i Q áóäåìî íàçèâàòè ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî ïðè äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ

ïðåäìåòíèõ çìiííèõ âiäïîâiäíi âèñëîâëåííÿ (òîáòî çíà÷åííÿ ïðåäèêàòiâ) ðiâíîñèëüíi.
Ðiâíîñèëüíiñòü ïðåäèêàòiâ áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê : P ≡ Q

Ïðèêëàä 7. 1)P (x) = [|x| < 1] Q(x) = [x2 < 1] P (x) ≡ Q(x)
2)P (x, y) = [x < y] Q(x) = [x2 < y2]
P (x, y) 6≡ Q(x), áî ïðè x = −2 i y = −1 P (−2,−1) âèñëîâëåííÿ iñòèííå, à Q(−2,−1) -

âèñëîâëåííÿ õèáíå.

Îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè.
Íàä ïðåäèêàòàìè ìîæíà âèêîíóâàòè òi ñàìi ëîãi÷íi îïåðàöi¨, ùî é íàä âèñëîâëåííÿìè

¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔. Öi îïåðàöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè ðiâíîñèëüíîñòÿìè.

(¬P )(x) ≡ ¬P (x)

(P ∧Q)(x) ≡ P (x) ∧Q(x)

(P ∨Q)(x) ≡ P (x) ∨Q(x)

(P ⇒ Q)(x) ≡ P (x) ⇒ Q(x)

(P ⇔ Q)(x) ≡ P (x) ⇔ Q(x)

Òàê êîí'þíêöiÿ ïðåäèêàòiâ P i Q íàçèâà¹òüñÿ ïðåäèêàò P ∧Q, iñòèííiñòü çíà÷åíü ÿêîãî âèçíà÷àþ-
òüñÿ çâè÷àéíèì ñïîñîáîì - ÿê êîí'þíêöiÿ âiäïîâiäíèõ iñòèííiñíèõ çíà÷åíü ñêëàäîâèõ ïðåäèêàòiâ
P (x), Q(x).
Ïðèêëàä 8. à) P (x) = [x− ïðîñòå ÷èñëî ], Q(x) = [x > 5] (P ∧ Q)(x) = [x− ïðîñòå ÷èñëî i
x > 5].

á) P (x) = [x− ïðîñòå ÷èñëî], Q(a) = [a > 3] (P ∧Q)(x, a) = [x− ïðîñòå ÷èñëî i a > 3].
Ó âèïàäêó à) P ∧Q - îäíîìiñíèé ïðåäèêàò, ó âèïàäêó á) P ∧Q - äâîìiñíèé ïðåäèêàò.

.
Ââåäåíi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè ïåðåâîäÿòü ïðåäèêàòè ó ïðåäèêàòè.
Äëÿ ïðåäèêàòiâ âiðíi ðiâíîñèëüíîñòi 1)-19), ÿêi áóëè äîâåäåíi äëÿ âèñëîâëþâàíü.
Ðîçãëÿíåìî ùå äâi îïåðàöi¨ íàä ïðåäèêàòàìè, ÿêi ïðåäèêàòè ïåðåâîäÿòü ó âèñëîâëåííÿ.
Îïåðàöi¨ êâàíòóâàííÿ ïðåäèêàòiâ.
Ïåðøà îïåðàöiÿ êâàíòóâàííÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∀. Âîíà ïðåäèêàò P (x) ïåðåâîäèòü ó

âèñëîâëåííÿ ∀ x P (x) - ÷èòà¹òüñÿ "äëÿ äîâiëüíîãî x âèêîíó¹òüñÿ P (x)."
Ñèìâîë ∀ íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîðîì çàãàëüíîñòi.
Äðóãà îïåðàöiÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∃. Âîíà ïðåäèêàò P (x) ïåðåâîäèòü ó âèñëîâëåííÿ

∃ x P (x) - ÷èòà¹òüñÿ "iñíó¹ x äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ P (x)."
Iíîäi íà çìiííi ïðè êâàíòóâàííi ¹ íàêëàäåíi óìîâè. Íàïðèêëàä, ∀ x > 0 [x > −1].
Ñèìâîë ∃ íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîðîì iñíóâàííÿ.
Íåõàé çìiííà x â ïðåäèêàòi P (x) ìîæå ïðèéìàòè ñêií÷åííó ìíîæèíó çíà÷åíü {a1, a2, . . . , an}
Òîäi îïåðàöi¨ êâàíòóâàííÿ ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç íàñòóïíi ðiâíîñèëüíîñòi

∀ x P (x) ≡ P (a1) ∧ P (a2) ∧ . . . ∧ P (an)

∃ x P (x) ≡ P (a1) ∨ P (a2) ∨ . . . ∨ P (an)

Âèðàçè, ÿêi çàïèñàíi ó ïîïåðåäíiõ ðiâíîñèëüíîñòÿõ ñïðàâà áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíî
n∧

i=1

P (ai) i

n∨

i=1

P (ai)
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Ïðèêëàä 9. Íåõàé P (x) = x - ïðîñòå ÷èñëî. Òîäi ∀ x P (x) - õèáíå âèñëîâëåííÿ, à ∃ x P (x) -
âèñëîâëåííÿ iñòèííå.

Ó âèïàäêó êîëè P (x, y) äâîìiñíèé ïðåäèêàò, ìîæëèâi âiñiì ñïîñîáiâ éîãî êâàíòóâàííÿ.

1. ∀ x ∀ y P (x, y)

2. ∀ y ∀ x P (x, y)

3. ∃ x ∃ y P (x, y)

4. ∃ y ∃ x P (x, y)

5. ∀ x ∃ y P (x, y)

6. ∃ y ∀ x P (x, y)

7. ∃ x ∀ y P (x, y)

8. ∀ y ∃ x P (x, y)

Äåÿêi ç îòðèìàíèõ çàêâàíòîâàíèõ ïðåäèêàòiâ âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè ïîðÿäêîì êâàíòóâàííÿ. Öi-
êàâî, ÷è áóäóòü âîíè ðiâíîñèëüíèìè âèñëîâëþâàííÿìè?

Âëàñòèâîñòi îïåðàöié êâàíòóâàííÿ ïðåäèêàòiâ.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé äâîìiñíèé ïðåäèêàò P (x, y). Äëÿ ïðîñòîòè äîâåäåííÿ áóäåìî ââàæàòè,

ùî çìiííi x i y ìîæóòü ïðèéìàòè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü, à ñàìå

x − a1, a2, . . . , an

y − b1, b2, . . . , bm

Âëàñòèâiñòü 1. Â çàêâàíòîâàíîìó äâîõìiñíîìó ïðåäèêàòi îäíîiìåííi êâàíòîðè ìîæíà ïåðå-
ñòàâëÿòè i áóäåìî ìàòè ðiâíîñèëüíi âèñëîâëåííÿ. Ðiçíi êâàíòîðè ïåðåñòàâëÿòè, âçàãàëi êà-
æó÷è, íå ìîæíà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî íàñòóïíi ðiâíîñèëüíîñòi âèñëîâëåíü

∀ x ∀ y P (x, y) ≡ ∀ y ∀ x P (x, y)

∃ x ∃ y P (x, y) ≡ ∃ y ∃ x P (x, y)

Äëÿ äîâåäåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì îïåðàöié êâàíòóâàííÿ i âëàñòèâîñòÿìè îïåðàöié íàä
âèñëîâëåííÿìè (êîìóòàòèâíiñòü, àñîöiàòèâíiñòü).

Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíîñèëüíiñòü.

∀ x ∀ y P (x, y) ≡
n∧

i=1

(
m∧

j=1

P (ai, bj)) ≡

≡
n∧

i=1

(P (ai, b1) ∧ P (ai, b2) ∧ . . . ∧ P (ai, bm)) ≡

≡ (P (a1, b1) ∧ P (a1, b2) ∧ . . . ∧ P (a1, bm)) ∧ . . . ∧ (P (an, b1) ∧ P (an, b2) ∧ . . . ∧ P (an, bm)) ≡
≡ (P (a1, b1) ∧ P (a2, b1) ∧ . . . ∧ P (an, b1)) ∧ . . . (P (a1, bm) ∧ P (a2, bm) ∧ . . . ∧ P (an, bm)) ≡

≡
m∧

j=1

(P (a1, bj) ∧ P (a2, bj) ∧ . . . ∧ P (an, bj)) ≡
m∧

j=1

(
n∧

i=1

P (ai, bj)) ≡ ∀ y ∀ x P (x, y)
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Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äðóãà ðiâíîñèëüíiñòü. Ùîá ïîêàçàòè, ùî ïåðåñòàâëÿòè ðiçíîiìåííi êâàí-
òîðè íå ìîæíà, äîñèòü íàâåñòè îäèí ïðèêëàä. Íåõàé P (x, y) = [x < y]. Òîäi

∀ x ∃ y P (x, y) 6≡ ∃ x ∀ y P (x, y),

îñêiëüêè âèñëîâëåííÿ çëiâà iñòèííå, à âèñëîâëåííÿ ñïðàâà - õèáíå.
Äîâåäåíà âëàñòèâiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ïðåäèêàòiâ n - ìiñíèõ äëÿ äîâiëüíèõ n i êîæíà

çìiííà ìîæå ìàòè íå òiëüêè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü.
Íåõàé P (x) äîâiëüíèé ïðåäèêàò. Çíîâó, äëÿ ïðîñòîòè äîâåäåííÿ, áóäåìî ââàæàòè, ùî çìiííà

x ìîæå ïðèéìàòè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü a1, a2, . . . , an.
Âëàñòèâiñòü 2. Äëÿ äîâiëüíîãî ïðåäèêàòà P (x) ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñèëüíîñòi:

¬ ∀ x P (x) ≡ ∃ x ¬ P (x)

¬ ∃ x P (x) ≡ ∀ x ¬ P (x)

Äîâåäåííÿ. Êîðèñòó¹ìîñü îçíà÷åííÿì îïåðàöi¨ êâàíòóâàííÿ i îñíîâíèìè ðiâíîñèëüíîñòÿìè,
(16), (17), ÿêi âiðíi äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi âèñëîâëåíü

¬ ∀ x P (x) ≡ ¬(P (a1) ∧ P (a2) ∧ . . . ∧ P (an)) ≡

≡ ¬P (a1) ∨ ¬P (a2) ∨ . . . ∨ ¬P (an) ≡ ∃ x ¬ P (x)

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äðóãà ðiâíîñèëüíiñòü.
Ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹ íàñòóïíå ïðàâèëî.
Ùîá ïîáóäóâàòè çàïåðå÷åííÿ çàêâàíòîâàíîãî ïðåäèêàòà ïîòðiáíî çìiíèòè êâàíòîð íà ñó-

ïðîòèâíèé (iíøèé) i çàïåðå÷èòè ïðåäèêàò.
Äîâåäåíi âëàñòèâîñòi áóäóòü íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèñü äëÿ çàïèñó îçíà÷åíü i òâåðäæåíü, à

òàêîæ ¨õ çàïåðå÷åíü.

Ïðèêëàä 10. Ïîáóäóâàòè çàïåðå÷åííÿ âèñëîâëåíü

à) "Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà x âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü x < 2."Âèêîðèñòîâóþ÷è êâàíòîðè öå
âèñëîâëåííÿ çàïèñó¹òüñÿ òàê : ∀ x [x < 2]. Òóò [x < 2] ¹ ïðåäèêàò. Äàëi áóäó¹ìî çàïåðå-
÷åííÿ:

¬ ∀x [x < 2] ≡ ∃ x ¬ [x < 2] ≡ ∃ x [x ≥ 2]

á) Äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ n i m : n äiëèòüñÿ íà m.

¬ ∀ n ∀ m [n äiëèòüñÿ íà m] ≡ ∃ n¬ ∀ m [n äiëèòüñÿ íà m] ≡

≡ ∃ n ∃ m ¬ [n äiëèòüñÿ íà m] ≡ ∃ n ∃ m [n íå äiëèòüñÿ íà m]

â) Ôóíêöiÿ f(x) = x2 + 3x + 5 îáìåæåíà äëÿ âñiõ ÷èñåë x. Òå, ùî ôóíêöiÿ f(x) îáìåæåíà
çàïèøåòüñÿ òàê:

∃ M ∀ x [|f(x)| ≤ M ]

Òîäi (àíàëîãi÷íî ÿê â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi)

¬(∃ M ∀ x [|f(x)| ≤ M ]) ≡ ∀ M ∃ x ¬ [|f(x)| ≤ M ] ≡ ∀ M ∃ x [|f(x)| > M ]

Ïîäóìàéòå, ÷è áåç äîïîìîãè ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè âè ìîãëè á çàïèñàòè öå çàïåðå÷åííÿ. ßêùî
òàê, òî ïðåêðàñíî!
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ã) Ñôîðìóëþâàòè, ùî îçíà÷à¹, ùî lim
n→∞xn 6= a.

Ñêîðèñòà¹ìîñü øêiëüíèì îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi i çàïèøåìî éîãî, âèêîðèñòî-
âóþ÷è êâàíòîðè:

lim
n→∞xn = a ≡ ∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ n ∈ N [n > n0 ⇒ |xn − a| < ε]

Òóò âèðàç â êâàäðàòíèõ äóæêàõ ¹ ïðåäèêàòîì P (n0, n, ε). Âñi çìiííi n0, n, ε ¹ çàêâàíòî-
âàíi. Êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì ïîáóäîâè çàïåðå÷åííÿ i ðiâíîñèëüíiñòþ ¬ (p ⇒ q) ≡ p ∧ ¬q.

lim
n→∞xn 6= a ≡ ¬( lim

n→∞xn = a) ≡ ¬ (∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ n ∈ N [n > n0 ⇒ |xn − a| < ε]) ≡

≡ ∃ ε > 0 ∀ n0 ∈ N ∃ n ∈ N [n > n0 ∧ |xn − a| ≥ ε]

Âïðàâà 5. à) Äîâåäiòü, ùî

∀ x (P (x) ∧Q(x)) ≡ ∀ x P (x) ∧ ∀ x Q(x)

∃ x (P (x) ∨Q(x)) ≡ ∃ x P (x) ∨ ∃ x Q(x)

∀ x (P (x) ∨Q(x)) 6≡ ∀ x P (x) ∨ ∀ x Q(x)

∃ x (P (x) ∧Q(x)) 6≡ ∃ x P (x) ∧ ∃ x Q(x)

á) Íåõàé P (x) = [ x− ïðîñòå ÷èñëî ], Q(x) = [ x− ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ], I(x) = [ x− iððà-
öiîíàëüíå ÷èñëî], H(x) = [ x− ïàðíå ÷èñëî], R(x, y) = [ x− äiëèòüñÿ íà y ]. Ïðî÷èòàéòå
íàäàíi âèñëîâëåííÿ, çíàéäiòü ¨õ iñòèííå çíà÷åííÿ i ïîáóäóéòå ¨õ çàïåðå÷åííÿ.

1. ∃ x ∃ y [I(x) ∧ I(y) ⇒ Q(x− y)]

2. ∃ x [P (x) ∧R(x,−2)]

3. ∀ x ∀ y [P (x) ∧ P (y) ∧ R(x, y) ⇒ x = y]

â) Çàïèñàòè ç äîïîìîãîþ êâàíòîðiâ îçíà÷åííÿ i ¨õ çàïåðå÷åííÿ.

1. Ôóíêöiÿ f ïåðiîäè÷íà.
2. Ôóíêöiÿ f ïàðíà.
3. Ôóíêöiÿ f íåïàðíà.
4. Ïîðiâíÿòè îçíà÷åííÿ "ôóíêöiÿ f ïàðíà"i "ôóíêöiÿ f íåïàðíà."

Ôîðìóëþâàííÿ òà êëàñèôiêàöiÿ òåîðåì
Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ åëåìåíòiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî "äèòÿ÷ó" çàäà÷ó.
Â÷èòåëü ïèòà¹ ó÷íiâ: "Òðèêóòíèê ìà¹ ñòîðîíè äîâæèíè 3, 4 i 5 ñì. ßêèé öå òðèêóòíèê?"

Äiòè äðóæíî âiäïîâiäàþòü: "Ïiôàãîðîâèé." Íà íàñòóïíå çàïèòàííÿ â÷èòåëÿ : "Íà îñíîâi ÿêî¨
òåîðåìè?" Äiòè (óæå ìåíø äðóæíî): "Òåîðåìè Ïiôàãîðà." Â÷èòåëü êàæå, ùî âiäïîâiäü íå âiðíà.
Ó÷íi ðîçãóáëåíi. ×îìó?

Ïðîàíàëiçó¹ìî, ùî ñòâåðäæó¹ òåîðåìà Ïiôàãîðà. Íåõàé P (x) = [ òðèêóòíèê ïðÿìîêóòíèé],
Q(x) = [ ñóìà êâàäðàòiâ ìåíøèõ ñòîðií òðèêóòíèêà x äîðiâíþ¹ êâàäðàòó áiëüøî¨ ñòîðîíè]. Òåïåð
òåîðåìó Ïiôàãîðà ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â òàêîìó âèãëÿäi.

∀ x − òðèêóòíèê [P (x) ⇒ Q(x)]

À ÷èì êîðèñòóâàëèñü ó÷íi â çãàäàíié çàäà÷i?

∀ x − òðèêóòíèê [Q(x) ⇒ P (x)]

Öå íå ¹ òåîðåìà Ïiôàãîðà, à îáåðíåíà òåîðåìà Ïiôàãîðà! ×è çàâæäè ç ñïðàâåäëèâîñòi ïðÿìî¨
òåîðåìè âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü îáåðíåíî¨?

Ðîçãëÿíåìî òåîðåìè, ÿêi ôîðìóëþþòüñÿ ó âèãëÿäi "ßêùî P , òî Q."Òîäi íàçâåìî
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à) P ⇒ Q - ïðÿìà òåîðåìà.

á) Q ⇒ P - îáåðíåíà òåîðåìà.

â) ¬P ⇒ ¬Q - ïðîòèëåæíà òåîðåìà.

ã) ¬Q ⇒ ¬P - îáåðíåà äî ïðîòèëåæíî¨(àáî ïðîòèëåæíà äî îáåðíåíî¨)

íà îñíîâi âëàñòèâîñòi iìïëiêàöi¨ ìà¹ìî òàêi ðiâíîñèëüíîñòi.

P ⇒ Q ≡ ¬Q ⇒ ¬P

i
Q ⇒ P ≡ ¬P ⇒ ¬Q

i çâè÷àéíî íå çàâæäè P ⇒ Q 6≡ Q ⇒ P

Íà ïåðøié ðiâíîñèëüíîñòi ãðóíòó¹òüñÿ ñïîñiá äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî: çàìiñòü òîãî, ùîá
äîâîäèòè òåîðåìó P ⇒ Q, äîâîäÿòü òåîðåìó ¬Q ⇒ ¬P .

Ó âèïàäêó êîëè ïðàâèëüíi îáèäâi òåîðåìè P ⇒ Q i Q ⇒ P , òîäi òåîðåìó çàïèñóþòü ó âèãëÿäi
P ⇔ Q i âîíà ÷èòà¹òüñÿ : "P òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî Q". Òàêi òåîðåìè íàçèâàþòü ùå "êðèòåðié",
"ïðèíöèï."

ßêùî òåîðåìà P ⇒ Q ïðàâèëüíà, òî êàæóòü, ùî P ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ Q, à Q - íå-
îáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ P . ßêùî êðiì òîãî âiðíà i îáåðíåíà òåîðåìà Q ⇒ P , òî P ¹ íå òiëüêè
äîñòàòíüîþ, à é íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ Q i íàâïàêè: Q ¹ íå òiëüêè íåîáõiäíîþ, à é äîñòàòíüîþ
óìîâîþ äëÿ P . Ó òàêîìó ðàçi òåîðåìó ôîðìóëþþòü òàê: äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëîñü P íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëîñü Q. Öå çàïèñó¹òüñÿ òàê: P ⇔ Q, à âiðíiøå ∀ x [P (x) ⇔ Q(x)].
Íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó â ìàòåìàòèöi íàçèâàþòü îçíàêîþ.

Ïðîàíàëiçó¹ìî, ùî îçíà÷à¹, ùî P äîñòàòíÿ óìîâà äëÿ Q, àëå íå ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ. Çàïè-
øåìî òàê:

(P ⇒ Q) ∧ ¬(Q ⇒ P ) ≡
≡ (P ⇒ Q) ∧ ¬(¬Q ∨ P ) ≡ (P ⇒ Q) ∧Q ∧ ¬P

Îòæå öå îçíà÷à¹, ùî ç P âèïëèâà¹ Q i ìà¹ ìiñöå Q i ¬P .
Íàïðèêëàä. ßêùî òðèêóòíèê ðiâíîñòîðîííié, òî âií ðiâíîáåäðåíèé. Óìîâà "ðiâíîñòîðîííié

òðèêóòíèê"¹ äîñòàòíüîþ äëÿ óìîâè "ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê", àëå íå íåîáõiäíîþ. Çíà÷èòü çíà-
éäåòüñÿ òðèêóòíèê ðiáíîáåäðåíèé Q, îäíàê íå ðiâíîñòîðîííié ¬P .

Ïðîàíàëiçóéòå, ùî îçíà÷à¹ Q ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ P , àëå íå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ.

Âïðàâà 6. Çàïèøiòü ñèìâîëi÷íî äàíi òåîðåìè, ñôîðìóëþéòå îáåðíåíó äî íå¨, ïðîòèëåæíó ¨é
òà îáåðíåíó äî ïðîòèëåæíî¨. ßêi ç íèõ ïðàâèëüíi?

1. ÿêùî a · b = 0, òî a = 0 àáî b = 0.

2. ÿêùî p, q, (q > 0) - äiéñíi ÷èñëà, òî êîðåíi êâàäðàòè÷íîãî ðiâíÿííÿ îäíîãî çíàêó.

3. ßêùî íàòóðàëüíå ÷èñëî ïðè äiëåííi íà 11 äà¹ â çàëèøêó 4, òî éîãî êâàäðàò â ðåçóëüòàòi
äiëåííÿ íà 11 äà¹ â çàëèøêó 5.

4. ßêùî öiëå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 15, òî âîíî äiëèòüñÿ íà 3 i íà 5.

Â êîæíié òåîðåìi ñôîðìóëþéòå íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâè.
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